Clasa a XII-a — Solutii si barem orientativ

Problema 1. Fie f : [0,00) — R o functie continua, astfel incat

/ " @) 0 — ) da = / “(F@)?d,

oricare ar fi numéarul natural n > 1. S& se arate ca functia f este periodica.

Solutie. Fie n un numar natural nenul. Cu substitutia y = n — x, obtinem

/ " - ) f(y) dy = / C(Fn— )2 dy.
0 0

Prin adunarea acestei relatii cu cea din enunt, rezulta

/0 "(f(@) — fn— )2z =0,

Din continuitatea lui f deducem ca f(xz) = f(n — z) pentru orice = € [0, n].
................................................................ 3 puncte

Fie £ > 0 ¢i n > z un numar natural nenul. Atunci

fla+ ) =fln+1-2z-1)=f(n—2z)= f(z).

Problema 2. Fie (R,+,-) un inel si f un endomorfism surjectiv al sau,
astfel incat [z, f(x)] = 0 oricare ar i x € R, unde [a,b] = ab — ba, a,b € R.
Sa se arate ca:

(@) [z, f(y)] = [f(2),y] si z[x,y] = f(2)[z,y], oricare ar fi z,y € R;

(b) Daca R este corpsi f este diferit de identitate, atunci R este comutativ.

Solutie. (a) Demonstram prima relatie:

0=[r—y, flz—yl=[r—y flz)— f(v)
= [z, f(@)] = [z, f()] = [y, f(@)] + [y, fF(¥)] = —[z, fF(y)] + [f(2),9].



Demonstratia celei de a doua relatii face apel la prima. Fie y = f(2), z € R.
Atunci

(b) Aratam ca R* = Z(R*) = {z : € R*,xy = yx oricare ar fi y € R*},
centrul grupului multiplicativ R*. Fie Fixf = {z : « € R*, f(z) = z}.
Din a doua egalitate de la punctul (a), rezulta ca R* \ Z(R*) C Fix f, deci
R* = Z(R*) UFix f. Intrucét Z(R*) ¢i Fix f sunt si subgrupuri ale lui
R*, sau Fix f C Z(R*), caz in care R* = Z(R*); sau Z(R*) C Fix f, caz
in care R* = Fix f, i.e., f este identitatea — contradictie. Prin urmare,
R* = Z(R*), i.e., R* este comutativ.

Remarci. Un endomorfism cu proprietatea din enunt, se numeste endomor-
fism comutativ. Un inel prim este un inel care are urmatoarea proprietate:
daca produsul a doua ideale este nul, atunci cel putin unul dintre cele doua
ideale este nul. Folosind a doua relatie de la punctul (a), se poate demonstra
ca un inel prim care poseda un automorfism comutativ diferit de identitate,
este comutativ gi integru (fara divizori ai lui zero).

Teorema lui Wedderburn — orice corp finit este comutativ — este un caz
particular al rezultatului de la punctul (b): cu exceptia cazului trivial al
corpului cu p elemente (p prim), orice corp finit de caracteristica p admite
un automorfism comutativ diferit de identitate — automorfismul Frobenius,
T — xP.

Problema 3. Fie C multimea functiilor integrabile f : [0,1] — R, astfel
incat 0 < f(z) < x oricare ar fi z € [0,1]. Definim functia V' : C — R prin

vin= [ uwrae- ([ d) fec.

Sa se determine urmatoarele doua multimi:

(@) {V(fa)|0 < a < 1}, unde fu(z) =0, daca 0 < z < a, si f(x) = «x,
dacaa <x <1;



(b) {V(H)IfecCt
Solutie. (a) Multimea ceruta este intervalul inchis [0, 5(3 — +/5)/24]:

V(fa) :/al:z:Qd:c— </alxda:>2 =(1-a%/3-(1-a%?/4

este o functie polinomiala al carei punct de maxim pe [0, 1] este (v/5 —1)/2.
Concluzia rezulta din monotonia acestei functii.

(b) Ardtam ca aceastd multime este inclusa in multimea de la punctul (a).
Fie f € C. Vom demonstra ca exista a in [0, 1], astfel incat V(f) < V(fa)-

.................................................................. 1 punct
Fie X 12
a= <1—2 f(ac)d:n) € [0,1].
0
Atunci . .
X Tr = — (12 = X X
LAﬁUd (1-a2)/2 AfUd,
deci
1 1
VMJ—VU%—A(UM@F—UhM%dx—A (£fule) — (f(2))?) dz
1
zﬁxmmwﬂmMm
.................................................................. 1 punct

Vom arata ca ultima integrala este pozitiva. Consideram functia integrabila
g :[0,1] — R, definita prin g(x) = fo(z) — f(z). Mai intai demonstram ca

/1g(t)dt20

oricare ar fi z € [0, 1]. Consideram cele doua cazuri posibile: daca 0 < z < a,

atunci
1 1 1 1
/gwﬁz/(MD.Whﬁzéh@&/f@&
1 1
zénm&—éfwazm

3



iar daca a < x < 1, atunci

1 1 1
[ otna= [ ooy a= [ @ s azo,

Aplicand formula a doua de medie, rezulta ca exista b € [0, 1] astfel incat

/01 zg(z) da = /blg(:L‘) dz >0,

de unde concluzia.

Remarci. (1) Inegalitatea

1
/ zg(z)dz >0
0

poate fi demonstrata si fara formula de medie. Fie n un numar natural
nenul. Atunci:

1 1 n—1 g [k+1)/n
/ xg(x)de = / zg(x)dr — — / g(x)dx | +
0 0 o "V Jk/n

=0
(k+1)/n

n—1 )/
Z k/ g(z)dx.
k=0 " Jk/n

Daca M = sup{|g(z)| : 0 <z < 1}, atunci

1 n—1 (k+1)/n n—1 .(k+1)/n
k k
[aa@ar=3 5 [ gwai <3 [ <x—n) 9(2)] da
0 k=0 k/n ko k/n
M (et BY M
~n n n) n’

Pe de alta parte,

n—1 (k+1)/n n—1
S =3k (
n k/n n

k=0 k=0
n—1 1 n 1
k k
= Z = / glx)de — ) — / g(x)dz+

k=0 " k/m k=1 Jk/n

1 n 1 1 n—1 .1

> gwae= g(a) da,
n h—1 k/n n 1 k/n

e



de unde concluzia.

(2) O alta posibilitate este integrarea prin parti pentru integrale Lebesgue:

/leg(x) do = /01 </:g(t) dt> da.

Problema 4. Fie m si n doua numere naturale nenule. Sa se determine
numarul minim de raddcini complexe distincte ale polinomului [ [~ (f +k),
cand f parcurge multimea polinoamelor de grad n cu coeficienti complecsi.

Solutie. Minimumul cerut este n(m — 1)+ 1 si e atins pentru oricare dintre
polinoamele X™ — k, k=1,--- ,m.

Vom arata ca numarul de radacini distincte ale unui polinom care are forma
din enunt, este cel putin n(m — 1) + 1.
Pentru orice f € C[X], f # 0, si orice z € C, fie ord,f = ordx_.[f cea mai

mare putere a lui X — z care il divide pe f. Multimea Z(f) = {z : z €
C,ord, f # 0} este exact multimea radacinilor distincte ale lui f, si

Zordzf = Z ord, f = deg f.

zeC z€Z(f)

Prin urmare,
1Z(£)|+ > (ord.f —1) =deg f.
z€Z(f)
Dar
> (ordf —1) = > ord.(f, f),
z€Z(f) zeC

unde f’ este derivata lui f si (f, f’) este cel mai mare divizor comun al lui
f st f'. Deci
1Z(£)]+ ) ord=(f, f') = deg f. (+)
zeC
................................................................ 2 puncte

Fie f € C[X], f # 0, si g = [[},(f + ax), unde m este un numéar natural
nenul, iar ag sunt numere complexe distincte doua cate doua. Pentru g
relatia (%) devine:

|Z(g)] + Zordz(g,g') =degg = mdeg f.
zeC



Deoarece ¢’ = f'> ", Hj #k( f + a;), iar polinoamele f + aj sunt coprime
doua cate doua, daca deg f > 1, atunci (g, ¢’) divide f/, deci

> ord.(g,g') <) ord.f' =deg f' =deg f — 1.

zeC zeC

Prin urmare, |Z(g)| > (m — 1)deg f + 1.
................................................................ 4 puncte



